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1 矩阵

1.1 常用矩阵

例如：零矩阵 O、对角矩阵、单位矩阵 E、纯量矩阵、上（下）三角矩阵、（反）对称矩阵、列
（行）向量

常用矩阵有以下常见结论

• 上（下）三角矩阵的乘积仍为上（下）三角矩阵（有形似 “攀爬” 的幂次特性）

• 设 A,B 为对称矩阵，则 AB 为对称矩阵当且仅当 A,B 可交换（即 AB = BA）

• 若 A 为反对称矩阵，B 为对称矩阵，则

– A2 为对称矩阵

– AB −BA 为对称矩阵

– AB 为反对称矩阵当且仅当 A,B 可交换（即 AB = BA）

1.2 加法和数乘

将矩阵相应位置上的数字分别相加/数乘，合称矩阵的线性运算，具有线性运算的一切性质（加
法交换、加法结合、零元、负元、数乘交换、数乘结合、数乘分配）

1.3 矩阵乘法

记为 C = A×B，满足 cij =
n∑

k=1

aikbkj，且 A 的列数必须等于 B 的行数

可从多种角度解释矩阵乘法

• cij 是 A 中第 i 个行向量和 B 中第 j 个列向量的内积

• C 的行向量是由 A 中相应行对 B 中行向量的线性组合

• C 的列向量是由 B 中相应列对 A 中列向量的线性组合

• A 是对 B 行向量组的线性变换

• B 是对 A 列向量组的线性变换

矩阵乘法具有结合律和分配律，但一般情况下不具有交换律和消去律

1.4 转置

记为 B = AT，满足 bij = aji，任何矩阵都可以转置
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转置具有如下基本性质

• (A+B)T = AT +BT

• (kA)T = kAT

• (AB)T = BTAT（对于多个矩阵有相似结论）

任意方阵都可表示为一个对称矩阵和一个反对称矩阵之和，且表示唯一

A =
A+AT

2
+

A−AT

2

1.5 方阵的迹

方阵主对角线上元素之和称为方阵的迹，记作 tr(A) =
n∑

i=1

aii

矩阵的迹具有如下性质

• tr(AT ) = tr(A)

• tr(A+B) = tr(A) + tr(B)

• tr(kA) = k · tr(A)

• tr(AB) = tr(BA)

1.6 方阵的幂

方阵的幂是递归定义的，只有方阵可以进行幂运算

Ak =


En k=0

A k=1

AAk−1 k ≥ 1

某些方阵的幂有简便计算方法

• 若 Au = λE，可将 Ak 分解，只要计算 A 低于 u 次的幂即可

• 若 A = λE +B，且 Bu = O（例如上三角矩阵），可用二项式定理展开，计算非零项

• 若 A = PQ，且 QP 为特殊矩阵（如单位阵），有 (PQ)k = P (QP )(QP ) . . . (QP )︸ ︷︷ ︸
(k−1)个

Q

例 1.6.1 计算 M =


1 −1 −1 −1

−1 1 −1 −1

−1 −1 1 −1

−1 −1 −1 1


n
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解 令 A =


1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

1 1 1 1

，有 An =

E n = 0

4n−1A n ≥ 1
,

则 M = (2E −A)n =
n∑

k=0

Ck
n(2E)n−k(−A)k =

4k(2E −A) n = 2k + 1

4kE n = 2k

例 1.6.2 计算 M =

(
cosx − sinx

sinx cosx

)n

解 令 A =

(
cosx − sinx

sinx cosx

)
，假设 Ak =

(
cos kx − sin kx

sin kx cos kx

)
，

则 Ak+1 = AkA =

(
cos kx − sin kx

sin kx cos kx

)(
cosx − sinx

sinx cosx

)
=

(
cos (k + 1)x − sin (k + 1)x

sin (k + 1)x cos (k + 1)x

)

由数学归纳法可知：M =

(
cosnx − sinnx

sinnx cosnx

)

1.7 方阵多项式

对于多项式 f(x) = a0+a1x+· · ·+asx
s ∈ K[x]，方阵 A可以代入，使 f(A) = a0+a1A+· · ·+asA

s

成为关于 A 的多项式

1.8 初等变换

定义如下三类行初等变换

• 交换第 i 行和第 j 行，对应初等矩阵 E(i, j)

• 将第 i 行元素乘以 k，对应初等矩阵 E(i(k))

• 将第 j 行的 k 倍加到第 i 行，对应初等矩阵 E(i, j(k))

列初等变换完全类似，区别在于左乘和右乘

1.9 分块

任意矩阵可以写成分块形式，分块矩阵与数值矩阵具有完全相同的运算规律，在一些问题中可
以简化运算

关于分块矩阵有如下常见推论

• 若有分块对角矩阵 A = diag(A1, A2, . . . , An)，B = diag(B1, B2, . . . , Bn)，
则 AB = diag(A1B1, A2B2, . . . , AnBn)

• 若有分块对角矩阵 A = diag(A1, A2, . . . , An)，则 A−1 = diag(A−1
1 , A−1

2 , . . . , A−1
n )

• 若有分块对角矩阵 A = diag(A1, A2, . . . , An)，则 |A| =
n∏

i=1

|Ai|

• 若 m 阶方阵 A 和 n 阶方阵 B 均可逆，则

(
O A

B O

)−1

=

(
O B−1

A−1 O

)
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• 若 m 阶方阵 A 和 n 阶方阵 B 均可逆，则

(
O A

B O

)∗

= (−1)mn|A||B|

(
O A−1

B−1 O

)

• 若有分块矩阵 A =

(
Em A12

A21 En

)
，则 |En −A21A12| = |Em −A12A21|

• 若 A,D 为可逆矩阵，则 det
(
A B

C D

)
=

∣∣∣∣∣A B

C D

∣∣∣∣∣ = |A−BD−1C||D|

• 若 A,B 为 n 阶方阵，则

(
A B

B A

)
= |A+B||A−B|

• 第一降秩定理：若 A,D 为方阵，则 r

(
A B

C D

)
=

r(A) + r(D − CA−1B)，若 A 可逆

r(D) + r(A−BD−1C)，若 D 可逆

• 第二降秩定理：若 A,D 为方阵，则 r(A) + r(D − CA−1B) = r(D) + r(A−BD−1C)

例 1.9.1 设 A 为 n 阶可逆矩阵，α 为 n 维列向量，求证：|A− ααT | = (1− αTA−1α)|A|
证 利用分块矩阵的结论，|A − ααT | = |A(En − A−1ααT )| = |A||En − (A−1α)αT | = |A||E1 −
αT (A−1α)| = (1− αTA−1α)|A|
例 1.9.2 设 A 为 n 阶方阵，λ 6= 0，求证：|λE −AB| = |λE −BA|
证 利用分块矩阵的结论，|λE−AB| = |λ(E− A

λ
B)| = λn|E− A

λ
B| = λn|E−BA

λ
| = |λ(E−BA

λ
)| =

|λE −BA|

2 行列式

2.1 逆序数

在 n 级排列 i1i2 . . . in 中，若 j < k 且 ij > ik，则 (ij , ik) 构成逆序，排列中逆序的总数称为逆
序数，依据逆序数的奇偶性，排列分为奇排列和偶排列

逆序数有如下性质

• 对换改变排列的奇偶性

• 所有 n 级排列中，奇排列和偶排列数量相等，都为 n!
2

• 任意 n 级排列中，顺序数与逆序数之和为 n(n−1)
2

例 2.1.1 设 n 阶排列 a1a2 . . . an 的逆序数为 s，求排列 anan−1 . . . a1 的逆序数
解 由逆序数的性质，anan−1 . . . a1 的逆序数为 n(n−1)

2
− s

2.2 行列式

方阵的行列式定义为 |A| =
∑

j1j2...jn

(−1)τ(j1j2...jn)a1j1a2j2 . . . anjn，也记作

|A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
6



另一方面，行列式也有递归定义（通过按行按列展开），两种定义可以推导出一致的自洽体系

行列式具有如下性质

• 转置不改变行列式 |AT | = |A|

• 行（列）线性性，即

k

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n

a21 a22 . . . a2n
...

... . . . ...
an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

kai1 kai2 . . . kain
...

...
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

bi1 + ci1 bi2 + ci2 . . . bin + cin
...

...
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

bi1 bi2 . . . bin
...

...
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
+

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a11 a12 . . . a1n
...

...
...

ci1 ci2 . . . cin
...

...
...

an1 an2 . . . ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
• 初等变换（交换两行、某行乘以 k、某行的 k 倍加到另一行）不改变行列式

• 按行（列）展开 |A| =
n∑

j=1

aijAij（其中 Aij 为 aij 的代数余子式）

• Laplace 定理：在 |A| 中取第 i1, i2, . . . , ik 行与第 j1, j2, . . . , jk 列，交点上 k2 个元素组成子式

M，剩余元素组成余子式 M ′，其代数余子式记为 A，则 D =
t∑

i=1

MiAi（t = Ck
n）

• 乘积的行列式等于行列式的乘积 |AB| = |A||B|

依据定义直接展开以外，行列式有如下求解技巧

• 三角化求对角线乘积∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + a 1 1 1

1 1− a 1 1

1 1 1 + b 1

1 1 1 1− b

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a2b2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 − 1

a
1
b

− 1
b

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= a2b2

• 初等变换构造爪型行列式∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

a1 a2 a3 . . . an

c2 b2

c3 b3
... . . .
cn bn

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (a1 −

n∑
j=2

ajcj
bj

)b2b3 . . . bn
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• 按行（列）展开或 Laplace 定理降阶∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
a 0 b 0

0 c 0 d

y 0 x 0

0 w 0 z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (−1)(1+3)+(1+3)

∣∣∣∣∣a b

y x

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ c d

w z

∣∣∣∣∣ = (ax− by)(cz − dw)

• 镶边法辅助化简∣∣∣∣∣∣∣∣
a+ x a+ y a+ z

b+ x b+ y b+ z

c+ x c+ y c+ z

∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −x −y −z

0 a+ x a+ y a+ z

0 b+ x b+ y b+ z

0 c+ x c+ y c+ z

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 −x x− y x− z

1 a 0 0

1 b 0 0

1 c 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

• 构造递推关系或数学归纳

Dn =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 1 · · · 1

x1 x2 · · · xn

x2
1 x2

2 · · · x2
n

...
... . . . ...

xn
1 xn

2 · · · xn
n

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= (xn − x1)(xn − x2) . . . (xn − xn−1)Dn−1 =

∏
1≤i<j≤n

(xj − xi)

例 2.2.1 计算行列式 D =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 · · · 0 0

0 0 0 · · · 0 0

0 0 3 · · · 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 · · · 0 n

0 2 0 · · · 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
解 由行列式的定义，D = (−1)τ(13...n2)a11a23 . . . an2 = (−1)n−2n!

3 逆矩阵

3.1 伴随矩阵

在 A 中，记 Aij 为 aij 的代数余子式，定义伴随矩阵

A∗ =


A11 A21 · · · An1

A12 A22 · · · An2

...
... . . . ...

A1n A2n · · · Ann


伴随矩阵具有如下性质

• AA∗ = |A|E

• |A∗| = |A|n−1

• (A∗)−1 = (A−1)∗ = A
|A|

• (A∗)∗ = |A|n−2A
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3.2 可逆矩阵

若存在 B，使 AB = BA = E，则 A 为可逆矩阵，B 为 A 的逆矩阵，记为 A−1

矩阵 A 可逆有如下等价命题

• |A| 6= 0（A 为非奇异矩阵）

• A 可写成若干个初等矩阵乘积

• A 与单位阵 E 相抵

• r(A) = n（A 满秩）

• A 的行（列）向量组线性无关

• A 行（列）满秩

• 齐次线性方程组 Ax = 0 仅有零解

• 非齐次线性方程组 Ax = β 有唯一解

• A 的特征值均不为 0

• 任意 n 维向量可由 A 的行（列）向量组线性表示

矩阵求逆有如下方法

• 伴随矩阵法 A−1 = A∗

|A|

• 初等变换法：构造矩阵 (A,E)，做初等变换化为 (E,A−1)

• 多项式法：若 f(A) = amAm + am−1A
m−1 + · · · + a1A + a0E = O，且 a0 6= 0，则 A−1 =

− 1
a0
(amAm−1 + am−1A

m−2 + · · ·+ a1E)

矩阵的逆有如下性质

• (A−1)−1 = A

• (AT )−1 = (A−1)T

• (AB)−1 = B−1A−1

• |A−1| = 1
|A|

例 3.2.1 设 A,B 为 n阶方阵，且 A,B,A+B 均可逆，求证：(A+B)−1 = A−1(A−1+B−1)−1B−1

证 由逆矩阵的性质，(A + B)−1 = (B(B−1A + E))−1 = (B(B−1 + A−1)A)−1 = A−1(A−1 +

B−1)−1B−1

例 3.2.2 设 A 为 n 阶方阵，A2 = 2A 但 A 6= 2E，求证：A∗ 不可逆
证 （反证）假设 A∗ 可逆，则 A 也可逆，在 A2 = 2A 两侧同时右乘 A−1 得到 A = 2E，矛盾！
因此 A∗ 不可逆
例 3.2.3 设 A 为 5 阶方阵，且 |A| = 2，试求：|(2A)−1 + 3A∗|
解 由伴随矩阵和逆矩阵的性质，|A||(2A)−1 + 3A∗| = | 1

2
E + 3|A|E| = | 13

2
E| = 135

32

因此 |(2A)−1 + 3A∗| = 135

64

例 3.2.4 设 A 为 n 阶方阵，且 A2 = 4A，令 B = A2 − 5A+ 6E，求证：B 为可逆矩阵
证 注意到 1

12
B(A+ 2E) = 1

12
(−A+ 6E)(A+ 2E) = E，因此 B−1 = 1

12
(A+ 2E)
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4 线性方程组

4.1 （简化）阶梯形矩阵

所有非零行位于全零行之前，且非零行最左边非零元素的列号严格递增的矩阵称为行阶梯形矩
阵，各非零行中最左边的非零元素称为主元，若行阶梯形矩阵每个主元都是 1，且各个主元所在列
的其余元素都是 0，则称其为简化行阶梯形矩阵，任一矩阵都可经过行初等变换化为行阶梯形矩阵
或简化行阶梯形矩阵

4.2 相抵标准形

若矩阵 A可以经过一系列初等变换化为 B，则称矩阵 A与 B 相抵。简化行阶梯形矩阵可经过列

初等变换化为相抵标准形

(
Er O

O O

)
，故任一m×n矩阵都有唯一的相抵标准形，即存在m阶初等矩

阵 P1, P2, . . . , Ps 与 n阶初等矩阵 Q1, Q2, . . . , Qt，使得 PsPs−1 . . . P1AQ1Q2 . . . Qt =

(
Er O

O O

)
m×n

（其中 r 为矩阵的秩）

4.3 矩阵的秩

设 A 为数域 K 上的 m× n 阶矩阵，若 A 中有一个 r 阶子式不等于零而所有高于 r 阶的子式
都等于零，则定义 r 为 A 的秩，记作 r(A) = r，若 A 为零矩阵，则其秩为零，记作 r(O) = 0，若
r(A) = m，称 A 为行满秩矩阵，若 r(A) = n，称 A 为列满秩矩阵，若 r(A) = m = n，称 A 为满
秩矩阵

矩阵的秩等于

• 对应行阶梯矩阵中非零行的个数

• 相抵标准形左上角单位矩阵的阶数

• 非零特征值的个数

矩阵的秩具有如下性质

• 0 ≤ r(A) ≤ min{m,n}（m,n 为矩阵行数和列数）

• r(A) = r(AT )

• 初等变换不改变矩阵的秩（相抵矩阵的秩相等）

• r(A+B) ≤ r(A) + r(B)

• r(A) + r(B)− n ≤ r(AB) ≤ min{r(A), r(B)}

• r(A) = r(AAT ) = r(ATA)

• 若 AB = O，则 r(A) + r(B) ≤ n

10



• r(A∗) =


n r(A) = n

1 r(A) = n− 1

0 r(A) < n− 1

• 若 m× n 矩阵 A 的秩为 r，则 A 可写成 r 个秩为 1 的 m× n 矩阵之和

• r(A) = 1 当且仅当存在非零列向量 α 和非零行向量 βT 使 A = αβT

例 4.3.1 设 A =


1 2 3 −1

0 1 1 0

0 0 0 1

0 0 0 0

，B =


1 0 1 0

0 2 0 0

1 0 2 0

0 0 0 1

，求矩阵 BA∗ 的秩

解 一方面，BA∗ 6= O，则 r(BA∗) ≥ 1，另一方面，r(A) = 3，则 r(BA∗) ≤ r(A∗) = 1

因此 r(BA∗) = 1

例 4.3.2 设向量组 B 可由线性无关的向量组 A 线性表示为 (β1, β2, . . . , βr) = (α1, α2, . . . , αs)K，
其中 K 为 s× r 矩阵，求证：向量组 B 线性无关的充要条件是 r(K) = r

证 “⇒”：向量组 B 线性无关，则 r(B) = r，又 B = AK，由秩的性质可知 r = r(B) ≤ r(K) ≤ r，
故 r(K) = r

“⇐”：假设存在 x = (x1, x2, . . . , xn)
T，使 (β1, β2, . . . , βr)x = 0，即 Bx = AKx = 0，又向量组

A 线性无关，必有 Kx = 0，而 r(K) = r，可知方程只有零解，即 x = 0，故向量组 B 线性无关
例 4.3.3 设向量组 (α1, α2, . . . , αk) 的秩为 r，求证：任取其中 m 个向量所得向量组的秩 r′ ≥
r +m− k

证 从向量组中删去一个向量，其秩至多减少 1，将 m 个向量视为从向量组 (α1, α2, . . . , αk) 中删
去 k −m 个向量得到，其秩至多减少 k −m，即 r′ ≥ r − (k −m) = r +m− k

例 4.3.4 设 A 为 n 阶方阵，且 A2 − (a+ b)A+ abE = O，求证：r(A− aE) + r(A− bE) = n

证 由题可知 (A−aE)(A−bE) = O，由秩的性质可知，一方面 r(A−aE)+r(A−bE) ≤ n，另一方面
r(A−aE)+r(A−bE) = r(aE−A)+r(A−bE) ≥ r((a−b)E) = n，因此 r(A−aE)+r(A−bE) = n

4.4 线性方程组

对于线性方程组 Ax = β，定义系数矩阵和增广矩阵为 A, Ã，线性方程组与其增广矩阵有相应
的初等变换，初等变换不改变方程组的解，任意线性方程组都可通过初等变换化为（简化）阶梯形

a1j1xj1 + . . . + a1jrxjr + · · ·+ a1nxn = b1

a2j2xj2 + · · ·+ a2jrxjr + · · ·+ a2nxn = b2

. . .

arjrxjr + · · ·+ arnxn = br

0 = br+1

. . .

0 = bm

上述方程组必须满足 1 ≤ j1 < j2 < · · · < jr ≤ n，a1j1 = a2j2 = · · · = arjr = 1，br+2 = br+3 = · · · =
bm = 0，其中主元所在项的未知量称为主未知量，其余未知量称为自由未知量
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方程组的解有以下情况

• 若 br+1 6= 0，则原方程组无解

• 若 br+1 = 0 且 r = n，则原方程组有唯一解

• 若 br+1 = 0 且 r < n，则原方程组有无穷多解

对于齐次线性方程组 Ax = 0，若未知数与方程个数相等，即 A 为方阵，有如下判定

• 方程组只有零解 ⇔ r(A) = n ⇔ |A| 6= 0

• 方程组有无穷多解 ⇔ r(A) < n ⇔ |A| = 0

对于非齐次线性方程组 Ax = β，若未知数与方程个数相等，即 A 为方阵，有如下判定

• 方程组有唯一解 ⇔ r(A) = r(Ã) = n ⇔ |A| 6= 0

• 方程组有无穷多解 ⇔ r(A) = r(Ã) < n ⇔ |A| = 0

例 4.4.1 设 A 为 m× n 矩阵，求证：
（1）Ax = 0 与 ATAx = 0 同解
（2）r(A) = r(ATA)

证 （1）一方面，∀x : Ax = 0，有 ATAx = 0，另一方面，∀x : ATAx = 0，有 xTATAx = (Ax)TAx =

(Ax,Ax) = 0，即 Ax = 0，因此 Ax = 0 与 ATAx = 0 同解
（2）Ax = 0 与 ATAx = 0 中未知数个数均为 n，由（1）可知它们同解，有相同的基础解系，则

基础解系中向量个数均为 k，因此 A 和 ATA 的秩均为 r = n− k，即 r(A) = r(ATA)

例 4.4.2 设 A 为 m× n 矩阵，求证：方程组 Ax = β 有解当且仅当 AT y = 0 的任一解向量都是
βT y = 0 的解向量

证 方程组 Ax = β 有解 ⇔ r(A) = r
(
A β

)
⇔ r(AT ) = r

(
AT

βT

)
⇔ βT 可由 AT 的行向量组线性

表示 ⇔ AT y = 0 与

(
AT

βT

)
y = 0 同解 ⇔ AT y = 0 的任一解向量都是 βT y = 0 的解向量

4.5 解空间

齐次线性方程组 Ax = 0 全体解向量构成的集合 W = {α ∈ Kn |Aα = 0} 称为解空间，它
的一组基称为一个基础解系，若 A 的阶数为 n，秩为 r，则基础解系中向量个数为 n − r，记为

η1, η2, . . . , ηn−r，任意解向量 η 均可表示为它们的线性组合 η =
n−r∑
j=1

kjηj

对于非齐次线性方程组 Ax = β，与之对应的齐次线性方程组 Ax = 0 称为导出方程组，若

Ax = β 有解，且一个特解为 γ0，则其任意解向量 γ 均可表示为 γ = γ0 +
n−r∑
j=1

kjηj

因此，非齐次线性方程组 Ax = β 的解空间 W =

{
γ0 +

n−r∑
j=1

kjηj | kj ∈ K, 1 ≤ j ≤ n− r

}
例 4.5.1 已知 η1, η2 为非齐次线性方程组 Ax = β(β 6= 0) 的两个不同的解，α1, α2 为齐次线性方
程组 Ax = 0 的基础解系，求 Ax = β 的通解
解 由非齐次线性方程组解空间的结构，通解可表示为 x = k1α1 + k2α2 +

η1+η2

2
(k1, k2 ∈ R)
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4.6 Cramer 法则

数域 K 上 n 个方程构成的 n 元线性方程组 Ax = β，若 |A| 6= 0，则方程组有唯一解且为
xj =

Dj

D
（1 ≤ j ≤ n），其中 D = |A|，Dj 是将 A 的第 j 列用列向量 (b1, b2, . . . , bn)

T 替换所得的 n

阶行列式
Cramer法则揭示了行列式和线性方程组的联系，具有极高理论价值，但由于求解行列式复杂度

极高，求解线性方程组一般不采用 Cramer 法则

5 相似矩阵

5.1 特征值与特征向量

设 A 为 n 阶方阵，α 为 n 维非零向量，若 Aα = λα，则称 λ 为 A 的一个特征值，α 为 A 的
属于特征值 λ 的特征向量，f(λ) = |λE −A| 为 A 的特征多项式

若 λ0 为 A 的一个特征值，则属于 λ0 的特征向量的任意非零线性组合也是属于 λ0 的特征向
量，它们构成 λ0 的特征子空间 Vλ0

n 阶方阵 A 的特征值和特征向量求法

1. 计算 A 的特征多项式 f(λ) = |λE −A|（f(λ) 一定是首项为 1 的 n 次多项式）

2. 求解一元 n 次方程 f(λ) = 0，求出 A 的特征值 λ1, λ2, . . . , λn

3. 对于每个特征值 λi，求解齐次线性方程组 (λiE −A)x = 0，求出一个基础解系 α1, α2, . . . , αr，
即给出属于 λi 的所有特征向量

方阵的特征值与特征向量具有如下性质

• 设 n 阶方阵 A 的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn，则
n∑

j=1

λj = tr(A)，
n∏

j=1

λj = |A|

• 转置不改变特征多项式 |λE −AT | = |λE −A|

• 若 λ 为方阵 A 的特征值，α 为属于 λ 的特征向量，则

– kλ 为 kA 的特征值，α 为属于 kλ 的特征向量

– λm 为 Am 的特征值，α 为属于 λm 的特征向量

• 设 λ 为可逆矩阵 A 的特征值，α 为属于 λ 的特征向量，则

– 1
λ
为 A−1 的特征值，α 为属于 1

λ
的特征向量

– |A|
λ
为 A∗ 的特征值，α 为属于 |A|

λ
的特征向量

• 设 φ(x) 为多项式，A 为 n 阶方阵，若 λ 为 A 的特征值，α 为属于 λ 的特征向量，则 φ(λ) 为
φ(A) 的特征值，α 为属于 φ(λ) 的特征向量

• 方阵 A 中属于不同特征值的特征向量线性无关

• 方阵 A 中不同特征值的特征子空间的基线性无关
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例 5.1.1 设 α 是对称矩阵 A 的属于特征值 λ 的特征向量，试求矩阵 (P−1AP )T 的属于特征值 λ

的特征向量
解 注意到 (P−1AP )T (P Tα) = P TA(P T )−1P Tα = P TAα = λ(P Tα)，所求特征向量即为 P Tα

例 5.1.2 设 A 为 n 阶方阵，满足 AAT = E，且 |A| < 0，求证：−1 为 A 的一个特征值
证 设 λ为一个特征值，α为对应特征向量，有 Aα = λα，则 αTAT = λαT，则 αTATAα = αTα =

λ2αTα，可知 λ2 = 1，又 |A| =
n∏

i=1

λi = −1，因此 −1 必为 A 的一个特征值

例 5.1.3 设 n 阶方阵 A = (aij)n×n 且 r(A) = 1，求证：A 的 n 个特征值为 λ1 = tr(A)，λ2 =

λ3 = · · · = λn = 0

证 由 r(A) = 1，可知存在 n维列向量 α, β使A = αβT，则 |λE−A| = |λE−αβT | = λn|E− 1
λ
βTα| =

λn−1(λ− tr(A))，因此 A 特征值为 λ1 = tr(A)，λ2 = λ3 = · · · = λn = 0

例 5.1.4 设 A 为 n 阶方阵，任意 n 维非零列向量都是 A 的特征向量，求证：A 为纯量矩阵
证 取列向量 ϵi(i = 1, 2, . . . , n)，有 Aϵi = λiϵi，可知 A = diag(λ1, λ2, . . . , λn)，再取 αij = ϵi + ϵj，
有 A(ϵi + ϵj) = λiϵi + λjϵj，可知 λ1 = λ2 = · · · = λn，因此 A = λE 为纯量矩阵
例 5.1.5 设 A,B 为 n 阶方阵，且 A 有 n 个互异特征值，求证：AB = BA 的充要条件是 A 的特
征向量也为 B 的特征向量
证 “⇒”：设 α 为 A 的特征向量，对应特征值为 λ，有 Aα = λα，则 BAα = A(Bα) = λ(Bα)，若
Bα = 0，则 Bα = 0 · α，故 α 为 B 的特征向量，若 Bα 6= 0，则 Bα 也为 A 的属于特征值 λ 的特
征向量，又 λ 的代数重数为 1，可知 α 与 Bα 线性相关，即 Bα = µα，故 α 为 B 的特征向量，因
此 A 的特征向量也为 B 的特征向量

“⇐”：由 A 有 n 个互异特征值，可知存在可逆矩阵 P 使 P−1AP = U，其中 U 为 A 的特征
值构成的对角阵，又 A 的特征向量也为 B 的特征向量，可知 P−1BP = V，其中 V 为 A 的特征值
构成的对角阵，故 AB = (PUP−1)(PV P−1) = PUV P−1 = PV UP−1 = (PV P−1)(PUP−1) = BA

例 5.1.6 设 A 为 n 阶对合矩阵，即 A2 = E，且特征值均为 1，求证：A = E

证 由题可知 (E + A)(E − A) = O，则 A 的特征值只能为 ±1，又 −1 不为 A 的特征值，有
| −E −A| = (−1)n|E +A| 6= 0，可知 E +A 可逆，在等式两侧左乘 (E +A)−1 有 E −A = O，因
此 A = E

例 5.1.7 试求方阵 B =


a b c

c a b

b c a

 的特征值

解 令 A =


0 1 0

0 0 1

1 0 0

，则 A2 =


0 0 1

1 0 0

0 1 0

，A3 = E，再令 φ(x) = a+ bx+ cx2，则 B = φ(A)，

而 |λE − A| =

∣∣∣∣∣∣∣∣
λ −1 0

0 λ −1

−1 0 λ

∣∣∣∣∣∣∣∣ = λ3 − 1 = 0，可知 A 的特征值为 1, ω, ω2，则 B 的特征值为

φ(1) = a+ b+ c，φ(ω) = a+ bω + cω2，φ(ω2) = a+ bω2 + cω

例 5.1.8 设 n 阶方阵 A 的特征值为 0, 1, 2, . . . , n− 1，试求 A+ 2E 的特征值与行列式
解 由 φ(A) = A+ 2E 为 A 的多项式，可知 φ(A) 的相应特征值为 φ(x)，故 A+ 2E 的特征值为
2, 3, 4, . . . , n+ 1，行列式 |A+ 2E| = (n+ 1)!

例 5.1.9 设矩阵 A =

(
a b

b a

)
，试求 An
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解 计算求得 A 的特征值 λ1 = a+ b, λ2 = a− b，对应特征向量 α1 =

(
1

1

)
, α2 =

(
1

−1

)
，令 P =(

1 1

1 −1

)
，则 P−1 = 1

2

(
1 1

1 −1

)
，且 P−1AP =

(
a+ b 0

0 a− b

)
，因此An = P

(
a+ b 0

0 a− b

)n

P−1

= 1
2

(
(a+ b)n + (a− b)n (a+ b)n − (a− b)n

(a+ b)n − (a− b)n (a+ b)n + (a− b)n

)

例 5.1.10 设 x0 = 2, y0 = 1，且

xn = xn−1 + 2yn−1

yn = 4xn−1 + 3yn−1

(n ∈ N)，试求 x100

解 将方程组简化为矩阵形式

(
xn

yn

)
=

(
1 2

4 3

)(
xn−1

yn−1

)
，由递推关系有

(
xn

yn

)
=

(
1 2

4 3

)n

(
xn−1

yn−1

)
，令 A =

(
1 2

4 3

)
，计算求得 A的特征值为 λ1 = 5, λ2 = −1，对应特征向量 α1 =

(
1

2

)
, α2 =(

1

−1

)
，令 P =

(
1 1

2 −1

)
，则 P−1 = 1

3

(
1 1

2 −1

)
，且 P−1AP =

(
5 0

0 −1

)
，因此

(
x100

y100

)
=

A100

(
x0

y0

)
= P

(
5 0

0 −1

)100

P−1

(
2

1

)
=

(
5100 + 1

2 · 5100 − 1

)
，故 x100 = 5100 + 1

5.2 代数重数与几何重数

若 λ0 为方阵 A 的一个 m 重特征值，则称 m 为 λ0 的代数重数，若特征子空间 Vλ0
的维数为

d（即方程组 (λ0E −A)x = 0 基础解系向量个数为 d），则称 d 为 λ0 的几何重数

重要性质 若 λ0 为方阵 A 的一个特征值，则 λ0 的几何重数不大于代数重数

5.3 相似变换

设 A,B 为 n 阶方阵，若存在 n 阶可逆矩阵 T 使 B = T−1AT，则称方阵 A,B 相似，记作
A ∼ B

根据方阵的相似关系，定义等价类内封闭的相似变换 φ : A 7→ T−1AT

相似关系是一种等价关系，即相似关系具有以下性质

• 自反性：A ∼ A

• 对称性：若 A ∼ B，则 B ∼ A

• 传递性：若 A ∼ B,B ∼ C，则 A ∼ C

相似矩阵具有如下性质

• 相似矩阵有相同的迹

• 相似矩阵有相同的秩

• 相似矩阵有相同的行列式

• 相似矩阵有相同的特征多项式（即有相同的特征值）
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• 相似矩阵有相同的可逆性，若可逆，它们的逆矩阵也相似

• 设 A,B 为 n 阶方阵，若 A ∼ B，则 kA ∼ kB，Am ∼ Bm，AT ∼ BT

• 设 A,B 为 n 阶方阵，且 A 可逆，则 AB ∼ BA

• 设 φ(x) 为多项式，A,B 为 n 阶方阵，若 A ∼ B，则 φ(A) ∼ φ(B)

• 设分块对角矩阵 A = diag(A1, A2, . . . , An)，B = diag(B1, B2, . . . , Bn)，若 ∀i = 1, 2, . . . , n :

Ai ∼ Bi，则 A ∼ B

• 若 P−1A1P = B1 且 P−1A2P = B2，则 A1 +A2 ∼ B1 +B2，A1A2 ∼ B1B2

• 相似矩阵有相同的 Jordan 标准形

若方阵 A 相似于某个对角矩阵，则称 A 可以相似对角化，有如下结论

• n 阶方阵 A 可相似对角化的充要条件

– A 有 n 个线性无关的特征向量

– A 的任一特征值的代数重数等于几何重数

– A 的 Jordan 标准形是对角阵

– A 的 Jordan 标准形中有 n 个 Jordan 块

– A 的 Jordan 标准形中所有 Jordan 块均为一阶

– A 的最小多项式 mA(x) 无重根

• n 阶方阵 A 可相似对角化的充分条件

– A 有 n 个不同的特征值

– A 为 n 阶幂等矩阵（即 A2 = A）

例 5.3.1 设 A 是秩为 r 的 n 阶幂等矩阵，即 A2 = A，求证：A 相似于对角矩阵

(
Er O

O O

)
证 由题可知 (E − A)A = A(E − A) = O，则 A 的特征值只可能为 0, 1，且 A 的非零列向量均为
(E−A)x = 0 的解向量，也是属于特征值 1 的特征向量，同理 E−A 的非零列向量均为 Ax = 0 的
解向量，也是属于特征值 0 的特征向量，而 r(E −A) + r(A) ≥ r(E −A+A) = r(E) = n，则 A 有

n 个线性无关的特征向量，必相似于对角矩阵

(
Er O

O O

)
例 5.3.2 设 A 是秩为 r 的 n 阶幂等矩阵，即 A2 = A，试求行列式 |A+ tE| 的值

解 由上例可知，存在 n 阶可逆矩阵 P 使 P−1AP =

(
Er O

O O

)
，因此 |A+ tE| =∣∣∣∣∣P

(
Er O

O O

)
P−1 + tEn

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣P
(
(t+ 1)Er O

O tEn−r

)
P−1

∣∣∣∣∣ =
∣∣∣∣∣(t+ 1)Er O

O tEn−r

∣∣∣∣∣ = tn−r(t+ 1)r

例 5.3.3 设 n 阶方阵 A 有 n 个互异特征值，且 AB = BA，求证：B 可相似对角化
证 据 A 有 n 个互异特征值，设为 λ1, λ2, . . . , λn，可知存在可逆矩阵 P 使 P−1AP = diag(λ1, λ2,

. . . , λn)，又 AB = BA，则 (P−1AP )(P−1BP ) = P−1ABP = P−1BAP = (P−1BP )(P−1AP )，即
P−1AP 与 P−1BP 可交换，注意到与对角阵可交换的矩阵也为对角阵，则 P−1BP 为对角阵，故
B 可相似对角化

16



5.4 Jordan 标准形

定义 Jordan 块 Ji =



λi 1 0 . . . 0 0

0 λi 1 . . . 0 0

0 0 λi . . . 0 0
...

...
... . . . ...

...
0 0 0 . . . λi 1

0 0 0 . . . 0 λi


m×m

，其特征值为 λi，相应代数重数为 m，

几何重数为 1，若干 Jordan 块组成 Jordan 标准形 J =


Ji O . . . O

O J2 . . . O
...

... . . . ...
O O . . . Jn


记阶数为 m，特征值为 λ0 的 Jordan 块为 J(m,λ0)，有如下结论

• J(m,λ0) 的特征多项式为 f(λ) = (λ− λ0)
m

• J(m,λ0) 不是多项式 f(λ) = (λ− λ0)
m−1 的根，即 (J(m,λ0)− λ0E)m−1 6= O

• 若 λ1 6= λ2，则 J(m,λ1) 与 J(m,λ2) 不相似

不计 Jordan 块的排列顺序，任意方阵 A 都相似于唯一的 Jordan 标准形，每个 Jordan 标准形
揭示一类相似矩阵的共同性质，它有如下意义

• Jordan 标准形对角线上 n 个元素即为 n 个特征值

• Jordan 标准形对角线上 λi 出现的次数即为特征值 λi 的代数重数

• Jordan 标准形中对应 λi 的 Jordan 块个数即为特征值 λi 的几何重数

• Jordan 标准形对角线上 λi 出现的次数即为特征多项式中因式 (λ− λi)
αi 的次数 αi

• Jordan 标准形中对应 λi 的 Jordan 块最大阶数即为最小多项式中因式 (λ− λi)
βi 的次数 βi

5.5 最小多项式

设 f(x) 为非零多项式，A 为 n 阶方阵，若 f(A) = O，则称 f(x) 为 A 的化零多项式，A 的次
数最低且最高次项系数为 1 的化零多项式称为 A 的最小多项式，记作 mA(x)

任意 n 阶方阵 A 均有次数不大于 n 的化零多项式（特征多项式 f(λ) = |λE − A|），也有唯一
的最小多项式

关于最小多项式有如下结论

• 最小多项式 mA(x) 整除方阵 A 的任意化零多项式 f(x)

• 相似的方阵有相同的最小多项式

• 设分块对角矩阵 A = diag(A1, A2, . . . , As)，则 A 的最小多项式为各块最小多项式的最小公倍
式，即 mA(x) = [mA1

(x),mA2
(x), . . . ,mAs

(x)]
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• 设 i = 1, 2, . . . , s，若 Jordan块 Ji = J(mi, λi)，Jordan标准形 J = diag(J(m1, λ1), J(m2, λ2),

. . . , J(ms, λs))，则 J 的最小多项式 mJ(x) = [(x− λ1)
m1 , (x− λ2)

m2 , . . . , (x− λs)
ms ]

• 方阵 A 的特征值必为最小多项式 mA(x) 的根

例 5.5.1 设 n 阶方阵 A 满足 A2 − 5A+ 6E = O，求证：存在非负整数 r, t 使 r+ t = n，且 A 相

似于对角阵

(
2Er O

O 3Et

)
证 由题可知，f(λ) = λ2− 5λ+6 = (λ− 2)(λ− 3) 是 A 的化零多项式，则 A 的最小多项式 mA(x)

无重根，因此 A 相似于对角阵，且 A 的特征值只能为 2, 3，因此存在非负整数 r, t 使 r+ t = n，且

A ∼

(
2Er O

O 3Et

)
例 5.5.2 设 n 阶方阵 A 满足 A2 − 5A+ 6E = O，试求 A100

解 设 λ100 = q(λ)(λ2 − 5λ + 6) + aλ + b，令 λ = 2 有 2100 = 2a + b，令 λ = 3 有 3100 = 3a + b，
解得 a = 3100 − 2100, b = −2 · 3100 + 3 · 2100，因此 A100 = q(A)(A2 − 5A + 6E) + aA + bE =

(3100 − 2100)A+ (3 · 2100 − 2 · 3100)E
例 5.5.3 求证：矩阵 A 可逆的充要条件是 A 的最小多项式 mA(x) 的常数项不为 0

证 矩阵 A 可逆 ⇔ |A| =
n∏

i=1

λi 6= 0 ⇔ 特征多项式 f(λ) =
n∏

i=1

(λ− λi) 常数项不为 0

6 对称矩阵

6.1 二次型

设有 n 阶对称方阵 A = (aij)n×n 和 n 维列向量 x = (x1, x2, . . . , xn)
T，则 f(x1, x2, . . . ,

xn) = xTAx =
n∑

i=1

n∑
j=1

aijxixj 称为一个二次型，若 A 为对角阵，则 f(x1, x2, . . . , xn) =
n∑

i=1

aiix
2
i 只

含平方项，称为标准二次型，若标准二次型中任一系数 aii ∈ {1,−1, 0}，则称其为规范二次型
形如 x = Cy 的变换称为线性替换，若 C 为可逆矩阵，则称其为非奇异线性替换，任意二次型

f = xTAx 均可经过非奇异线性替换 x = Py 化为标准二次型，配方法是构造矩阵 P 的常见技巧

6.2 合同变换

设 A,B 为 n 阶方阵，若存在 n 阶可逆矩阵 C 使 B = CTAC，则称方阵 A,B 合同
根据方阵的合同关系，定义等价类内封闭的合同变换 φ : A 7→ CTAC，对称矩阵的合同变换与

二次型的非奇异线性替换本质相同

合同关系是一种等价关系，即合同关系具有以下性质

• 自反性：A 合同于 A

• 对称性：若 A 合同于 B，则 B 也合同于 A

• 传递性：若 A 合同于 B，B 合同于 C，则 A 也合同于 C

合同矩阵具有如下结论

• 若 A 合同于 B，则 r(A) = r(B)（合同变换不改变矩阵的秩）
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• 若 A 合同于 B，且 A 为对称矩阵，则 B 也为对称矩阵（二次型经非奇异线性替换仍为二次
型）

• 对称矩阵可经合同变换化为对角阵（二次型可经非奇异线性替换化为标准二次型）

• 对称矩阵 A 与 B 合同的充要条件

– 存在可逆矩阵 C 使 B = CTAC

– A 与 B 对应二次型可经非奇异线性替换互化

– A 与 B 的标准形有相同的正惯性指数和负惯性指数

6.3 惯性指数

设 f = xTAx 为实二次型，其秩为 r，若 f 的标准形中有 p 个正项，则 p 为其正惯性指数，
q = r − p 为其负惯性指数，s = p− q 为其符号差
定义的合理性依赖惯性定理：二次型的所有标准形具有相同的正惯性指数（负惯性指数、符号

差）

因此，任一秩为 r 的 n 阶实对称矩阵 A 具有唯一的合同标准形 M =


Ep

−Eq

O

 ，其中
p 为 A 的正惯性指数，q 为 A 的负惯性指数，且有 p+ q = r

依据合同关系对 n 阶实对称矩阵分类，类数即为 n 阶合同标准形的个数 N =
n∑

r=0

(r + 1) =

(n+1)(n+2)
2

，则 n 元实二次型类数也为 N = (n+1)(n+2)
2

例 6.3.1 求证：二次型 f 的秩 r 与符号差 s 的奇偶性相同

证 由

r = p+ q

s = p− q
，可知 r + s = 2p 为偶数，因此 r 与 s 具有相同的奇偶性

例 6.3.2 求证：二次型 f(x1, x2, . . . , xn) 能分解为两个实一次齐次式之积的充要条件是 r(f) = 2

且符号差 s = 0 或者 r(f) = 1

证 “⇒”：设 f = (a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn)(b1x1 + b2x2 + · · ·+ bnxn)，考虑两种情形
情形一：若 (a1, a2, . . . , an) 与 (b1, b2, . . . , bn) 线性无关，不妨设 a1, a2 与 b1, b2 不成比例，可做非退

化线性替换



y1 = a1x1+ a2x2+ a3x3+ . . .+ anxn

y2 = b1x1+ b2x2+ b3x3+ . . .+ bnxn

y3 = x3

. . .

yn = xn

，有 f = y1y2，再令

y1 = z1 − z2

y2 = z1 + z2
，有

f = z21 − z22，可知 r(f) = 2 且 s = p− q = 0

情形二：若 (a1, a2, . . . , an) 与 (b1, b2, . . . , bn) 线性相关，可设 (b1, b2, . . . , bn) = k(a1, a2, . . . , an)，则
f = k(a1x1 + a2x2 + · · ·+ anxn)

2，不妨设 a1 6= 0，

可做非退化线性替换



y1 = a1x1+ a2x2+ a3x3+ . . .+ anxn

y2 = x2

. . .

yn = xn

，有 f = y21，可知 r(f) = 1

至此，必要性得证
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“⇐”：同样分别考虑两种情形

情形一：若 r(f) = 1，则可做非退化线性替换



y1 = c11x1+ c12x2+ . . .+ c1nxn

y2 = c21x1+ c22x2+ . . .+ c2nxn

. . .

yn = cn1x1+ cn2x2+ . . .+ cnnxn

，此时

f = y21 = (c11x1 + c12x2 + · · ·+ c1nxn)
2，是两个实一次齐次式之积

情形二：r(f) = 2 且 s = p − q = 0，则可做相同非退化线性替换 y = Cx，此时 f = y21 − y22 =

(c11x1+c12x2+· · ·+c1nxn)
2−(c21x1+c22x2+· · ·+c2nxn)

2 = [(c11+c21)x1+· · ·+(c1n+c2n)xn][(c11−
c21)x1 + · · ·+ (c1n − c2n)xn]，是两个实一次齐次式之积
至此，充分性得证

6.4 正定

设二次型 f = xTAx，若对于任意非零向量 α，均有 αTAα > 0（或 αTAα ≥ 0），则称 f 为
正定二次型（或半正定二次型），A 为正定矩阵（或半正定矩阵），若对于任意非零向量 α，均有
αTAα < 0（或 αTAα ≤ 0），则称 f 为负定二次型（或半负定二次型），A 为负定矩阵（或半负定矩
阵），若 f 可正可负，则称 f 为不定二次型，A 为不定矩阵

矩阵与二次型的正定性有如下判定方法

• n 元实二次型 f = xTAx 正定的充要条件

– f 的正惯性指数 p = n

– f 的规范形为 z21 + z22 + · · ·+ z2n

– 存在可逆矩阵 M 使 MTAM = E（即 A 合同于单位阵 E）

– 存在可逆矩阵 C 使 A = CTC（证明常用）

– A 的各阶顺序主子式均大于零（计算常用）

• n 元实二次型 f = xTAx 半正定的充要条件是 f 的正惯性指数 p = r(f) ≤ n

• n 元实二次型 f = xTAx 不定的充要条件是 f 的正惯性指数 p 满足 0 < p < r(f)

• 实二次型 f 负定的充要条件是 −f 正定

• 实二次型 f 半负定的充要条件是 −f 半正定

正定矩阵与正定二次型有如下常见结论

• 若 A,B 为正定矩阵，则 λA+ µB 也为正定矩阵

• 若 A 为正定矩阵，则 A2, A3, . . . , Am 均为正定矩阵

• 若 A 为正定矩阵且可逆，则 A−1, A∗ 均为正定矩阵

• 若 A 为 m× n 实矩阵，则 r(A) = n 的充要条件是 ATA 为正定矩阵

• 若 A 为实对称矩阵，则 A 正定的充要条件是 A 的特征值均大于零

20



例 6.4.1 设 A 为 m× n 实矩阵，求证：r(A) = n 的充要条件是 ATA 为正定矩阵
证 ATA 正定 ⇔ 当 x 6= 0 时，xTATAx = (Ax)T (Ax) = (Ax,Ax) > 0 ⇔ 当 x 6= 0 时，Ax 6= 0 ⇔
Ax = 0 只有零解 ⇔ r(A) = n

例 6.4.2 设 A 为实对称矩阵，求证：当 t 充分大时，tE +A 为正定矩阵
证 设 A 的特征值为 λ1, λ2, . . . , λn，则 tE +A 的特征值为 t+ λ1, t+ λ2, . . . , t+ λn，当 t 充分大
时，实对称矩阵 tE +A 的特征值全大于零，因此 tE +A 为正定矩阵

例 6.4.3 设 A =


a11 a12 · · · a1n

a21 a22 · · · a2n
...

... . . . ...
an1 an2 · · · ann

 为正定矩阵，求证：二次型 f(x1, x2, . . . , xn) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 x1 x2 · · · xn

x1 a11 a12 · · · a1n

x2 a21 a22 · · · a2n
...

...
... . . . ...

xn an1 an2 · · · ann

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
为负定二次型

证 由 A 为正定矩阵，可知 (A∗)T 为正定矩阵，令 Ã = (Aij)n×n，其中 Aij 为 A 中 aij 的代数余

子式，则 g = xT Ãx 为正定二次型，又 f = −
n∑

i=1

n∑
j=1

xixjAij = −xT Ãx，因此 f 为负定二次型

6.5 向量内积

定义 n 维列向量 α 与 β 的内积 (α, β) = αTβ =
n∑

i=1

aibi，向量内积具有对称性、线性性和正定

性，定义模 |α| =
√
(α, α)，距离 |α−β| =

√
(α− β, α− β)，单位化 α0 =

α
|α|，夹角 θ = arccos (α,β)

|α||β| ∈
[0, π]

向量的模具有以下性质

• 正定性：若 α 6= 0，则 |α| > 0

• 线性数乘：|kα| = |k||α|

• 三角不等式：||α| − |β|| ≤ |α+ β| ≤ |α|+ |β|

• Cauchy-Schwarz 不等式：|(α, β)| ≤ |α||β|（当且仅当 α 与 β 线性相关时取等）

例 6.5.1 设 A 为 n 阶实矩阵，α, β 为 n 维列向量，求证：(Aα, β) = (α,ATβ)

证 注意到 αTATβ = (Aα)Tβ = αT (ATβ)，因此 (Aα, β) = (α,ATβ)

例 6.5.2 设 A 为 n 阶实反对称矩阵，α 为 n 维列向量，且 Aα = β，求证：α 与 β 正交
证 由 Aα = β，有 αTAα = αTβ = (α, β)，又 (αTAα)T = αTATα = −αTAα，可知 (α, β) =

αTAα = 0，因此 α 与 β 正交

6.6 共轭

设 A = (aij)m×n 为复矩阵，则 A− (aij)m×n 为 A 的共轭矩阵，其中 aij 为 aij 的共轭复数，有
运算规律 kA = k ·A，A+B = A+B，AB = A ·B
例 6.6.1 求证：实对称矩阵的特征值都是实数
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证 设 A为实对称矩阵，α为 A的属于特征值 λ的特征向量，即 Aα = λα，由 A = AT = A，一方
面 αTAα = αT (λα) = λαTα，另一方面 αTAα = αTA

T
α = (Aα)Tα = (λα)Tα = λαTα，又 α 6= 0，

有 αTα > 0，则 λ = λ，故 λ 为实数

6.7 正交

设非零向量 α, β ∈ Rn，若 (α, β) = 0，即夹角为 π
2
，则称 α与 β 正交，设非零向量 α1, α2, . . . , αs ∈

Rn 两两正交，则称其为正交向量组，特别地，若 αi 均为单位向量，则称其为标准正交向量组，若
Rn 的一个基的向量组标准正交，则称其为标准正交基，若矩阵 A的列向量组为标准正交向量组，则
称其为正交矩阵

正交向量组必定线性无关，利用 Schmidt 正交化方法可由线性无关的向量组构造标准正交向量组

• 1. 正交化

– β1 = α1

– β2 = α2 − (α2,β1)
(β1,β1)

β1

– β3 = α3 − (α3,β1)
(β1,β1)

β1 − (α3,β2)
(β2,β2)

β2

– ……

– βs = αs − (αs,β1)
(β1,β1)

β1 − · · · − (αs,βs−1)
(βs−1,βs−1)

βs−1

• 2. 单位化

– ηi =
βi

|βi|（i = 1, 2, . . . , s）

则 η1, η2, . . . , ηs 为标准正交向量组且与 α1, α2, . . . , αs 等价

关于正交矩阵有如下结论

• 若 A 为正交矩阵，则其列向量组 α1, α2, . . . , αn 满足 (αi, αj) =

0 i 6= j

1 i = j

• A 为正交矩阵的充要条件是 ATA = E（证明常用）

• A 为正交矩阵的充要条件是 A−1 = AT（证明常用）

• 若 A 为正交矩阵，则 |A| = ±1

• 若 A 为正交矩阵，则 A−1, A∗ 均为正交矩阵

• 若 A 为正交矩阵，则其实特征值为 ±1

• 若 n 阶方阵 A,B 为正交矩阵，则 AB 也为正交矩阵

例 6.7.1 求证：实对称矩阵的属于不同特征值的特征向量相互正交
证 设 A 为实对称矩阵，α1, α2 分别为 A 的属于不同特征值 λ1, λ2 的特征向量，有 αT

1 Aα2 =

αT
1 (Aα2) = λ2α

T
1 α2，αT

1 Aα2 = (Aα1)
Tα2 = λ1α

T
1 α2，则 (λ1 − λ2)α

T
1 α2 = 0，又 λ1 6= λ2，则

αT
1 α2 = (α1, α2) = 0，因此特征向量 α1, α2 正交
例 6.7.2 设 A 为正交矩阵，求证：A 的实特征值只可能为 ±1

证 设 α为 A的特征值 λ对应的特征向量，有 Aα = λα，则 αTAT = λαT，两式相乘有 αTATAα =

αTα = λ2αTα，又 αTα > 0，则 λ2 = 1，故 A 的实特征值只可能为 ±1
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6.8 正交相似

设 A,B 为 n 阶方阵，若存在正交矩阵 Q 使 Q−1AQ = QTAQ = B，即 A,B 既相似又合同，
则称矩阵 A,B 正交相似

正交相似的研究对象一般为实对称矩阵，n 阶实对称矩阵有以下性质

• 特征值均为实数

• 正定的充要条件是特征值均大于零

• 属于不同特征值的特征向量相互正交

• 正交相似于实对角矩阵 diag(λ1, λ2, . . . , λn)

重要性质 二次型 f = xTAx 中，A 为对称矩阵，则存在正交矩阵 Q，经正交替换 x = Qy 将 f 化
为标准形，用正交替换将二次型化为标准形时，各项系数唯一确定，相应二次曲线的度量性质不发
生改变
例 6.8.1 设 A 为正定矩阵，求证：存在正定矩阵 B，使 A = B2

证 由 A 为正定矩阵，其特征值 λ1, λ2, . . . , λn 均大于零，且存在正交矩阵 P 使 P−1AP = Λ =

diag(λ1, λ2, . . . , λn)，令 Λ′ = diag(
√
λ1,

√
λ2, . . . ,

√
λn)，则存在正定矩阵 B = PΛ′P−1，使 A =

(PΛ′P−1)(PΛ′P−1) = B2

例 6.8.2 设 A 为 n 阶实对称矩阵，且 A2 = A，求证：B = E +A+A2 + · · ·+Am(m ∈ N) 是正
定矩阵
证 由 A2 = A 可知 Am = Am−1 = · · · = A，则 B = E +mA 也为实对称矩阵，又 A 的特征值只
可能为 0 或 1，则 B 的特征值只可能为 1 或 m+ 1，即 B 的特征值均大于零，故 B 为正定矩阵
例 6.8.3 设 A,B 为 n 阶实对称矩阵，且 A 为正定矩阵，求证：存在可逆矩阵 U，使 UTAU 和
UTBU 都是对角阵
证 由 A 为正定矩阵，可知存在可逆矩阵 P，使 P TAP = E，又 P TBP 为对称矩阵，可知存在正
交矩阵 Q，使 QT (P TBP )Q 为对角阵，令 U = PQ，则 UTAU = QT (P TAP )Q = QTEQ = E 为
对角阵，且 UTBU = QT (P TBP )Q 为对角阵
例 6.8.4 设 A,B 均为 n 阶正定矩阵，且方程 |xA−B| = 0 的根为 1，求证：A = B

证 由上例结论，存在可逆矩阵 P，使 P TAP = E，且 P TBP = U 为对角阵，又 |xA−B| = 0 的
根为 1，即 |xE−U | = 0 的根为 1，则 |xE−U | = (x− 1)n，可知 U = E，因此 A = B = (PP T )−1

7 线性空间

7.1 线性空间

设 V 为非空集合，K 为数域，在 V 中定义加法（满足交换律、结合律、零元存在、负元存在），在
K 和 V 间定义数乘（满足 1α = α、k(lα) = l(kα) = (kl)α、(k+ l)α = kα+ lα、k(α+β) = kα+kβ），
若 V 对加法和数乘封闭，则称 V 构成 K 上的线性空间

K 上的线性空间 V 具有如下性质

• 零元唯一，记作 0
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• V 中元素 α 负元唯一，记作 −α

• ∀α ∈ V：0α = 0，(−1)α = −α

• ∀k ∈ K：k0 = 0

• 若 kα = 0，则 k = 0 或 α = 0

设 V 是 K 上的线性空间，W 是 V 的非空子集，若对于 V 中定义的加法和数乘，W 也构成
K 上的线性空间，则称 W 为 V 的线性子空间，简称子空间
验证 W 是 V 的子空间，只要验证 W 对 V 中的加法和数乘封闭，验证 W 是线性空间，可以

将 W 视为某个线性空间 V 的子空间，验证三条性质

1. W ⊆ V

2. W 对于 V 中的加法封闭

3. W 对于 V 中的数乘封闭

则验证了 W 为 K 上的线性空间
例 7.1.1 设 W1,W2 为 V 的子空间，求证：W1 ∪ W2 为 V 的子空间的充要条件是 W1 ⊆ W2 或
W2 ⊆ W1

证 “⇒”：（反证）假设存在 α1, α2 满足 α1 ∈ W1, α1 /∈ W2, α2 /∈ W1, α2 ∈ W2，则 α1, α2 ∈ W1∪W2，
由W1∪W2 为 V 的子空间，可知 α1+α2 ∈ W1∪W2，若 α1+α2 ∈ W1，则 (α1+α2)−α1 = α2 ∈ W1，
不能成立，若 α1 + α2 ∈ W2，则 (α1 + α2)− α2 = α1 ∈ W2，不能成立，可知 α1 + α2 /∈ W1 ∪W2，
矛盾，因此假设不成立，有 W1 ⊆ W2 或 W2 ⊆ W1

“⇐”：由对称性不妨设 W1 ⊆ W2，则 W1 ∪W2 = W2 显然为 V 的子空间
例 7.1.2 设 W1,W2 为 V 的真子空间，求证：∃α ∈ V : α /∈ W1, α /∈ W2

证 （反证）假设 ∀α ∈ V : α ∈ W1 ∪ W2，则 W1 ∪ W2 = V 为 V 的子空间，有 W1 ⊆ W2

或 W2 ⊆ W1，不妨设 W1 ⊆ W2，则 W1 ∪ W2 = W2 = V，与 W2 为 V 的真子空间矛盾，因此
∃α ∈ V : α /∈ W1, α /∈ W2

例 7.1.3 设 W,W1,W2 为 V 的子空间，W1 ⊆ W2,W ∩W1 = W ∩W2,W +W1 = W +W2，求证：
W1 = W2

证 任取 γ ∈ W2 ⊆ W +W2 = W +W1，存在 α ∈ W,β ∈ W1，使 γ = α + β，又 β ∈ W1 ⊆ W2，
则 α = γ − β ∈ W2，有 α ∈ W ∩W2 = W ∩W1 ⊆ W1，由 α, β ∈ W1，则 γ = α + β ∈ W1，因此
W2 ⊆ W1，又 W1 ⊆ W2，故有 W1 = W2

7.2 基与坐标

设 V 是 K 上的线性空间，向量组 α1, α2, . . . , αn 线性无关，若 V 中任一向量均可由该向量组
线性表示，则称其为 V 的一组基，向量个数 n 为 V 的维数，记作 dimV = n，若向量组包含无限
个向量，则称 V 为无限维线性空间

设 α1, α2, . . . , αn 是 K 上线性空间 V 的一组基，对任意 γ ∈ V 有 γ = x1α1+x2α2+ · · ·+xnαn，
定义 V 到 Kn 上的映射 σ(γ) = x = (x1, x2, . . . , xn)

T，则称 σ(γ)为 γ 在基 α1, α2, . . . , αn 下的坐标
取定一组基后，向量 γ 与其坐标 σ(γ) 建立一一对应的关系，且坐标保留向量运算的线性性
设 α1, α2, . . . , αn 和 β1, β2, . . . , βn 为 K 上线性空间 V 的两组基，且存在方阵 C 使 (α1, α2, . . . ,

αn) = (β1, β2, . . . , βn)C，则该式为基变换公式，C 为过渡矩阵，C 一定可逆，且 C 的第 i 列代表
αi 在基 β1, β2, . . . , βn 下的坐标，若向量 γ 在两组基下的坐标分别为 u 和 v，则有 u = Cv，该式即
为坐标变换公式，过渡矩阵揭示了同一向量在不同基底下的坐标关系
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7.3 同构

设 V 和 V ′ 为 K 上的两个线性空间，若 V 到 V ′ 的双射 σ 满足 σ(α + β) = σ(α) + σ(β)，
σ(kα) = kσ(α)，则称 σ 为 V 到 V ′ 的一个同构

K 上任意 n 维线性空间 V 均与 Kn 同构，因此 K 上任意抽象 n 维线性空间 V 均可归结为具
体的线性空间 Kn 进行研究

设 V 和 V ′ 为 K 上的两个线性空间，若 σ 为 V 到 V ′ 的一个同构，则有以下性质

• σ(0) = 0′，σ(−α) = −σ(α)

• σ(
r∑

i=1

kiαi) =
r∑

i=1

kiσ(αi)

• α1, α2, . . . , αr 线性相关（无关）当且仅当 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αr) 线性相关（无关）

• α1, α2, . . . , αr 是 V 的一组基当且仅当 σ(α1), σ(α2), . . . , σ(αr) 是 V ′ 的一组基

• 若 W 是 V 的子空间，则 σ(W ) 是 V ′ 的子空间，且 dimW = dimσ(W )

例 7.3.1 在线性空间 R2×2 中，取 α1 =

(
1 2

3 4

)
，α2 =

(
3 1

9 12

)
，α3 =

(
2 5

6 8

)
，α4 =

(
1 6

2 3

)
，

α5 =

(
2 5

5 7

)
，求 L(α1, α2, α3, α4, α5) 的维数

解 在 R2×2 中取一组基 ϵ1 =

(
1 0

0 0

)
，ϵ2 =

(
0 1

0 0

)
，ϵ3 =

(
0 0

1 0

)
，ϵ4 =

(
0 0

0 1

)
，则 α1, α2, α3,

α4, α5在这组基下的坐标为 σ(α1) = (1, 2, 3, 4)T，σ(α2) = (3, 1, 9, 12)T，σ(α3) = (2, 5, 6, 8)T，σ(α4) =

(1, 6, 2, 3)T，σ(α5) = (2, 5, 5, 7)T，构造下列矩阵并做初等行变换化为阶梯矩阵：
1 3 2 1 2

2 1 5 6 5

3 9 6 2 5

4 12 8 3 7

→


1 3 2 1 2

0 −5 1 4 1

0 0 0 −1 −1

0 0 0 0 0


可知 L(σ(α1), σ(α2), σ(α3), σ(α4), σ(α5)) 的维数为 3，因此 L(α1, α2, α3, α4, α5) 的维数也为 3

7.4 线性变换

设 V 是 K 上的线性空间，若 A 是 V 到自身的一个映射，则称 A 为 V 的一个变换，记作
β = A (α)，β 称为 α 在变换 A 下的像，若 A 满足 A (α+β) = A (α)+A (β)，A (kα) = kA (α)，
则称 A 为线性空间 V 的一个线性变换
设 A ,B 为 V 的两个线性变换，定义 A 与 B 的和 (A +B)(α) = A (α) +B(α)，A 的纯量

积 (kA )(α) = k(A (α))，A 与 B 的积 (A B)(α) = A (B(α))，它们仍为 V 的线性变换
给定 V 的一组基 ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn，存在矩阵 A = (aij)n×n，使 A (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn) = (ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn)A，

则称 A 为 A 在基 ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn 下的矩阵，V 中的线性变换 A 与矩阵 A 具有一一对应的关系，若
ξ 的坐标为 x，则其像 A (ξ) 的坐标为 Ax

线性变换在不同基下对应不同矩阵，设 V 的线性变换 A 在两组基 ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn 和 η1, η2, . . . , ηn

下矩阵分别为 A 和 B，若从 ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn 到 η1, η2, . . . , ηn 的过渡矩阵为 C，则有 B = C−1AC，该
公式揭示了线性变换在不同基下的联系，因此为求某一线性变换在一组基下的矩阵，只要从已知矩
阵的基出发，计算两组基间的过渡矩阵即可
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设 A 为 V 的线性变换，定义 A 的值域 A (V ) = {A (ξ)|ξ ∈ V }，A 的核 A −1(0) = {ξ ∈
V |A (ξ) = 0}，也可分别记为 Im(A ) 和 Ker(A )，它们均为 V 的子空间，定义 A 的秩 r(A ) =

dim(Im(A ))，A 的零度 r(A −1(0)) = dim(Ker(A ))

线性变换与矩阵具有相同的本质，若 A 在 V 的一组基 ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn 下的矩阵为 A，则 r(A ) =

r(A)，r(A −1(0)) = n − r(A)，因此线性变换的秩对应齐次线性方程组系数矩阵的秩，线性变换的
零度对应齐次线性方程组的解空间维数，线性变换是比矩阵与方程组更抽象、更广泛的刻画方式

维数定理 设 V 为 K 上的线性空间，若 σ 为 V 的线性变换，则有 dimV = dim(Im(σ)) +

dim(Ker(σ)) = r(σ) + r(σ−1(0))，从矩阵与方程组的角度，也可表述为：齐次线性方程组系数矩
阵的秩与解空间维数之和等于未知数个数

线性变换具有如下性质

• A (0) = 0，A (−α) = −A (α)

• A ((α1, α2, . . . , αm)x) = (A (α1),A (α2), . . . ,A (αm))x

• A ((α1, α2, . . . , αm)A) = (A (α1, α2, . . . , αm))A

例 7.4.1 设 V 中线性变换 J，在基 α1, α2 下的矩阵 J =

(
a11 a12

a21 a22

)
，求 J 在基 α2, α1 下的

矩阵

解 令 C =

(
0 1

1 0

)
，有 (α2, α1) = (α1, α2)C，又J (α1, α2) = (α1, α2)J，可知J 在基 α2, α1 下

的矩阵 J ′ = C−1JC =

(
a22 a21

a12 a11

)
例 7.4.2 设 σ 为 V 的一个线性变换，η ∈ V，且 η, σ(η), . . . , σn−1(η) 6= 0，而 σn(η) = 0，求证：
η, σ(η), . . . , σn−1(η) 线性无关
证 设 σ 的矩阵为 A，有 x,Ax, . . . , An−1x 6= 0，且 Anx = 0，可知 x,Ax, . . . , An−1x 线性无关，即
η, σ(η), . . . , σn−1(η) 线性无关

例 7.4.3 设 R3 中线性变换 σ


x1

x2

x3

 =


x1 − x3

x1 + x2

x2 + x3

，求 σ 的值域 Im(σ) 和核 Ker(σ)，并确定它们

的维数

解 σ 的矩阵 A =


1 0 −1

1 1 0

0 1 1

，Ax =


a− b

a

b

，则 Im(σ) =

k1


1

1

0

+ k2


−1

0

1


∣∣∣∣∣k1, k2 ∈ R

，

解齐次线性方程组 Ax = 0，则 Ker(σ) =

k3


1

−1

1


∣∣∣∣∣k3 ∈ R

，因此 σ值域的维数 dim(Im(σ)) = 2，

核的维数 dim(Ker(σ)) = 1

7.5 欧氏空间

设 V 为 R 上的一个线性空间，若对 V 中任意一对元素 α, β 定义内积 (α, β) ∈ R，满足对
称性、线性性、正定性，则称 V 关于该内积构成欧氏空间，对 V 中任意向量 α, β，定义 α 的长
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度 |α| =
√
(α, α) ∈ [0,+∞)，α 与 β 的夹角 〈α, β〉 = arccos (α,β)

|α||β| ∈ [−1, 1]，α 与 β 的距离
d(α, β) = |α− β| ∈ [0,+∞)

设 ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn 为 V 的一组基，定义 A =


(ϵ1, ϵ1) (ϵ1, ϵ2) · · · (ϵ1, ϵn)

(ϵ2, ϵ1) (ϵ2, ϵ2) · · · (ϵ2, ϵn)
...

... . . . ...
(ϵn, ϵ1) (ϵn, ϵ2) · · · (ϵn, ϵn)

 为这组基的度量
矩阵，若 α, β ∈ V，且在基 ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn 下的坐标为 x = σ(α), y = σ(β)，则 (α, β) = xTAy，因此
在任意一组基下内积都可以借助相应的度量矩阵来计算
设 V 为 n维欧氏空间，α, β ∈ V，若 (α, β) = 0，则称 α与 β 正交，记为 α⊥β，设 α1, α2, . . . , αs

为 V 中 s个非零向量，若当 i 6= j 时，αi⊥αj，则称 α1, α2, . . . , αs 为一个正交向量组，设 ϵ1, ϵ2, . . . , ϵn

为 V 的一个正交向量组，则它们必定线性无关，构成 V 的一组正交基，若正交基中每个向量都是单
位向量，则称该正交基为一组标准正交基，利用 Schmidt 正交化方法，可以从任何一组基出发，构
造出一组标准正交基，正交基的度量矩阵为对角矩阵，标准正交基的度量矩阵为单位矩阵，因此利
用标准正交基计算内积可以简化运算
设 V 和 V ′ 为两个有限维欧氏空间，若 V 到 V ′ 的双射 σ 满足 σ(α + β) = σ(α) + σ(β)，

σ(kα) = kσ(α)，(σ(α), σ(β)) = (α, β)，则称 σ 为欧氏空间 V 到 V ′ 的一个同构，欧氏空间的同构
是一个等价关系，任一 n 维欧氏空间都同构于 Rn，因此两个有限维欧氏空间同构的充要条件是它
们的维数相同，利用欧氏空间的同构，可以将抽象的欧氏空间转换为具体的 Rn 研究

欧氏空间有如下性质

• |α| ≥ 0，且 |α| = 0 ⇔ α = 0

• |kα| = |k||α|

• |(α, β)| ≤ |α||β|（当且仅当 α 与 β 线性相关时取等）

例 7.5.1 设 A ,B 为欧氏空间 V 的两个线性变换，且对任意 α ∈ V，均有 (A (α),A (α)) =

(B(α),B(α))，求证：A ,B 的值域 A (V ),B(V ) 同构
证 设 A ,B 的矩阵分别为 A,B，构造 φ(Aα) = Bα，一方面，若 Aα = Aβ，有 A(α − β) = 0，
则 (B(α − β), B(α − β)) = (A(α − β), A(α − β)) = (0,0) = 0，有 B(α − β) = 0，则 Sα = Sβ，
故 φ 为映射（且为满射），另一方面，若 Aα 6= Aβ，则 Bα 6= Bβ，故 φ 为单射，因此 φ 为从
A (V )到 B(V )的双射，一方面，φ(Aα+Aβ) = φ(A(α+β)) = B(α+β) = Bα+Bβ，φ(k(Aα)) =
φ(A(kα)) = B(kα) = k(Bα)，另一方面，由 (A(α+β), A(α+β)) = (Aα,Aα)+2(Aα,Aβ)+(Aβ,Aβ)，
(B(α + β), B(α + β)) = (Bα,Bα) + 2(Bα,Bβ) + (Bβ,Bβ)，可知 (Aα,Aβ) = (Bα,Bβ)，因此 φ

为从 A (V ) 到 B(V ) 的同构映射，即 A (V ),B(V ) 同构
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